" Num. LOosung von DGLen (1)

Differentialgleichung flr exponentielles Wachstum:
Anderung der Population proportional zu deren GroRe:

y(t) = Ay(t), t >0, y(0) = yo, A e C.

LOsung gegeben durch

y(t) = e)‘tyo.
Numerische Approximation: Endliches Gitter
I (tO:Oatlzha'-'atN:tend)-

Ersetze Ableitung durch Differenzenquotient
(oder Approximation hoherer Ordnung),

. 1 .
y(t@) ~ (yi—H _yi) :)\yi, 1 :O,...,N— 1.
tivr1 — 1
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" Num. LOosung von DGLen (2)

Lose Rekursion:
yi = (14 Ah)'yo = R'(h\)yo.

Es qilt
e’ — R(z) = O(2?), z — 0.

Lineare Stabilitat, R(\) < 0: y(t) = eMyy — 0 flr ¢t — oo.
Gewlnscht: |R(z)| < 1 far ®(\) < 0 (far |z| < M).
Bewirkt Einschrankung an h\ ~ Stabilitatsgebiet.
Bessere Stabllitat fr implizite Verfahren: Impl. Euler

. 1 .
y(t;) ~ (Yit1 — Yi) = A\Yit1, i =0,...,N —1.
bit1 — U

R(z) = -+ = Stabilitdtsgebiet = C~. A-Stabilitat.
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“* Hohere Ordnung

Approximation der rechten Seite,

1
(Yit1 — yi) = A Z aeYi g,

tit1 — 1

Runge—Kutta Verfahren.
(Zusatzlich:) Bessere Approximation von g,

I y(tl) ijszrj — Azafyﬁ—fa

z—l—l_t

lineare Mehrschrittverfahren.
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— Stablilitatsgebiete

Runge—Kutta Verfahren:

Explizites Verfahren dritter Ordnung (von Fehlberg):

22 3

2
R(z) =1 — b —
(2) +z—|—2—|—6

Othmar Koch / Berlin 2011 — p. 5/67



F
¥ Stabilitatsgebiete (2)

BDF (Backward Differentiation Formulae):

30

201

107

-104

_20_

-30

Stabil ausserhalb der Kurven!
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“* Konvergenz

Schreibe
Fr(yn)i := yiﬂh_ i AYi, 1=0,...,N—1.
Dann ist
(& 0 0\
1
—L_) 0
Fulgn) = | 7Y on
0 0
| \ 0 Lon 1)

Offensichtlich ist F;, diagonaldominant fur |1 + h)\| < 1,
also im Stabilitatsgebiet.

AuBerdem: || F, || = O(1) (Bidiagonalmatrix). Stabilitat
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— Konvergenz (2)

Exakte LOosung y(t) ~

y(tiv1) — y(t;) NV PSS Y:

h

Konsistenz.

Es folgt

ly—ynll = 1 F, (Fr(y) = Falyn)Il < || F5 ] 1FR )1 = O(h).
“Stabilitat + Konsistenz — Konvergenz”.

Verfahren hoherer Ordnung: || Fy(y)|| = O(RP).
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