
Num. Lösung von DGLen (1)

Differentialgleichung für exponentielles Wachstum:
Änderung der Population proportional zu deren Größe:

ẏ(t) = λy(t), t > 0, y(0) = y0, λ ∈ C.

Lösung gegeben durch

y(t) = eλty0.

Numerische Approximation: Endliches Gitter
(t0 = 0, t1 = h, . . . , tN = tend).

Ersetze Ableitung durch Differenzenquotient
(oder Approximation höherer Ordnung),

ẏ(ti) ≈
1

ti+1 − ti
(yi+1 − yi) = λyi, i = 0, . . . , N − 1.
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Num. Lösung von DGLen (2)

Löse Rekursion:

yi = (1 + λh)iy0 = Ri(hλ)y0.

Es gilt
ez −R(z) = O(z2), z → 0.

Lineare Stabilität, ℜ(λ) < 0: y(t) = eλty0 → 0 für t → ∞.
Gewünscht: |R(z)| < 1 für ℜ(λ) < 0 (für |z| < M).
Bewirkt Einschränkung an hλ ; Stabilitätsgebiet.
Bessere Stabilität für implizite Verfahren: Impl. Euler

ẏ(ti) ≈
1

ti+1 − ti
(yi+1 − yi) = λyi+1, i = 0, . . . , N − 1.

R(z) = 1
1−z

=⇒ Stabilitätsgebiet = C−. A-Stabilität.
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Höhere Ordnung

Approximation der rechten Seite,

1

ti+1 − ti
(yi+1 − yi) = λ

k
∑

ℓ=0

aℓyi,ℓ,

Runge–Kutta Verfahren.

(Zusätzlich:) Bessere Approximation von ẏ,

ẏ(ti) ≈
1

ti+1 − ti

l
∑

j=1

bjyi+j = λ

k
∑

ℓ=0

aℓyi+ℓ,

lineare Mehrschrittverfahren.
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Stabilitätsgebiete

Runge–Kutta Verfahren:

Explizites Verfahren dritter Ordnung (von Fehlberg):

R(z) = 1 + z +
z2

2
+

z3
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Stabilitätsgebiete (2)

BDF (Backward Differentiation Formulae):

Stabil ausserhalb der Kurven!
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Konvergenz

Schreibe

Fh(yh)i :=
yi+1 − yi

h
− λyi, i = 0, . . . , N − 1.

Dann ist

Fh(yh) =











1
h

0 · · · 0

(− 1

h
− λ)

. . . 0

0
. . . . . . 0

0 (− 1

h
− λ) 1
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yh.

Offensichtlich ist Fh diagonaldominant für |1 + hλ| < 1,
also im Stabilitätsgebiet.

Außerdem:
∥

∥F−1

h

∥

∥ = O(1) (Bidiagonalmatrix). Stabilität
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Konvergenz (2)

Exakte Lösung y(t) ;

y(ti+1)− y(ti)

h
− hλy(ti) =

h

2
ÿ(ξ) =

hλ2

2
eλξ.

Konsistenz.

Es folgt

‖y−yh‖ = ‖F−1

h
(Fh(y)−Fh(yh))‖ ≤

∥

∥F−1

h

∥

∥ ‖Fh(y)‖ = O(h).

“Stabilität + Konsistenz =⇒ Konvergenz”.

Verfahren höherer Ordnung: ‖Fh(y)‖ = O(hp).
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