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Aufgabe 1. (10 Punkte) Gegeben sei die nichtlineare Differentialgleichung

2,/ 1—2y—3x2y2
o’y = 3
Yy +Tr+y

1. Geben Sie alle Werte fiir o an, sodass (1) zu einer exakten Differentialgleichung wird.
2. Setzen Sie nun @ = v/2 in (1) und berechnen Sie ein zugehériges Skalarfeld ® = &(z, y).

3. Bestimmen Sie aus der Gleichung
O(z,y) = c, (c = const.)
die allgemeine Losung y = y(z) der Differentialgleichung (1).

4. Berechnen Sie nun die Konstante ¢, sodass die im Punkt 3 erhaltene Losung durch den Punkt
(0, —1) verlduft.

LOSUNG
1. Wir bestimmen « aus den Integrabilitdtsbedingungen.
p=3r*yY*+2y—1 — %p:6x2y+2
=’ (Py+r+y) — (%q =a?(32%y + 1)
Aus der Forderung

ergibt sich o = 2 und damit o = +v/2.

2. Wir berechnen ®(z,y) indem wir zwei Integrationen wie folgt durchfiihren.
D(z,y) = /pdw = /(3332?;2 +2y — 1) daz = 2°y® + 22y — x + D(y),
bzw.

®(z,y) = /qdy = /2($3y +a+y)dy = 2%y + 2zy + y* + C(z).
Durch Gleichsetzen ergibt sich daraus
—z+ D(y) = v* + C(x)
und weiter C(z) = —x und D(y) = y?. Einsetzen in einem der Ausdriicke fiir ®(x,y) fithrt zu

®(z,y) = y*(1 + 2°) + 22y — 2.



3. Zum Auflosen der Gleichung ®(z,y) = ¢ verwenden wir die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen angewandt auf die Variable y. Das ergibt

yia(z) = x i\/ x2 . r+c @)

1443 (1+23)2  1+4+a3

4. Die Bedingung y(0) = —1 kann nur durch die Verwendung des negativen Vorzeichens der
Wurzel in (2) erzielt werden. Wir erhalten damit die Gleichung

o fe_
1

und somit ¢ = 1. Die spezielle Losung von (1) lautet daher

(2) x 2 +x—l—l
x = — — .
Y 1+ a3 (1+23)2 1423







Aufgabe 2. (10 Punkte)

a) Gegeben sei die Differentialgleichung

Geben Sie die allgemeine Losung y(z) an.
b) Gegeben sei die Differentialgleichung

25
v 5y + Ty =0

Geben Sie die allgemeine Losung y(x) an und weisen Sie nach, dass ein Fundamentalsystem
vorliegt. Bestimmen Sie zusétzlich die Werte der vorhandenen Konstanten, sodass die Anfangs-
bedingungen y(0) = 1 und y'(0) = 4 erfiillt sind.

LOSUNG

a) Die Losung ergibt sich laut Satz 5.2. Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet

Die Ausdriicke

-z
v 11— 1 1 1 In(1
/ AN (5 ds / s Js — / s — n(l+x)
0 g 1—x 1—g2 l—z ), 1+s 11—z
(14s)(1—s)

ergeben nach Einsetzen in die Formel fiir y(z)

y(z) = Ceh® —i—/ MO g(5) ds =
0

b) Charakteristisches Polynom der Gleichung;:

2
A2+5>\+Z5:0

Losung der Gleichung mit kleiner Losungsformel:

5 95 25 5
— T
A2 o~ Va1 1 2



Da es sich bei A = —% um eine doppelte Nullstelle handelt, gilt der Losungsansatz fiir die DGL
laut (5.24)

5.
C1 ™ +Cyge™® = e 2%(0) + Cyx)

y1(z) y2(x)

Nachweis Fundamentalsystem: Wronski-Determinante # 0 fiir irgendein x.

5 5
Y1 Y2 _ e 2" re 2" __ ,—bx _§ § -5, __ —bx
det ( v, ) = det( _ge_ L T ) =e (1 21‘) + 7€ T =¢

>0

njot

— Fundamentalsystem liegt vor.

Erfiilllung der Anfangsbedingungen: mit

(o))

5 5}
y/(ﬂf) =e¢ 2" (-501 — 50237 + CQ)

ergibt sich






Aufgabe 3. (10 Punkte) Der Koérper K bestehe aus allen Punkten (z,y, 2), die

2

z y? 2
—1<2z<2 und Z+§<(2_2) (3)

erfiillen und habe die Dichte

1
p(z,y,2) = m

Ziel ist die Berechnung des Massenmittelpunkts von K. Gehen Sie dazu schrittweise vor:

a) Zur Berechnung der Integrale ist eine Koordinatentransformation (z,y, z) +— (r, ¢, z) der Form

r = arcoso (4)
= brsing (5)
z z (6)

niitzlich. Uberlegen Sie, wie @ und b zu wihlen sind, damit die Ungleichungen (3) nach der
Transformation eine besonders einfache Gestalt annehmen. Geben Sie die Ungleichungen fiir
die Grenzen von K in den neuen Variablen (r, ¢, z) an'.

b) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Transformation (x,y, z) — (7, ¢, 2).
¢) Der Massenmittelpunkt S von K ist definiert durch die Formel
Jicw (@, y, z)dV

[ yplx,y,z)dV
[ zp(x.y, 2)dV

1

S =
fK p(xaya Z) av

Berechnen Sie S unter Verwendung der obigen Transformation.
Stellen Sie unbedingt Symmetrieiiberlegungen an, um die Rechungen zu vereinfachen!

LOSUNG

a) Setzen wir die Tranformationsformeln in die zweite Ungleichung in (3) ein, so erhalten wir

a? b?
ZTQ cos® ¢ + 57’2 sin ¢ < (2 — 2)%

Also ist die Wahl a = 2, b = 3 sinnvoll. Damit ergibt sich fiir r die Bedingung
r? < (2—2)%

wegenr >0und 2—z>0also0<r <2—z.

Fiir 2z gilt weiterhin —1 < 2z < 2 und ¢ unterliegt keiner Einschrénkung, durchlauft also den
maximalen Bereich [0, 27].

'Wie bei herkémmlichen Zylinderkoordinaten verlangen wir, dass 7 positiv ist und ¢ im Intervall [0, 27) bleibt. Zu
bestimmen sind die zusétzlichen Einschrankungen, die sich durch den Integrationsbereich K ergeben.



b) Die Funktionaldeterminante ist die Determinante der Jacobimatrix J:

. 2cos¢p —2rsing 0
J=—"""2=|3sin¢ 3rcos¢ 0
or, ¢, 2) 0 0 1

Man berechnet
det J = 6r.

¢) Wir berechnen zuerst das Integral im Nenner:

/Kp(iv,y,z) d(z,y,z) = /0:: /:1 /0:: p(r, ¢, z) | det J| drdzdg =
_ /0 /21/01 @frdrd%@:
_ 12#/_1m[/0 rdr|dz

Der Wert des Integrals in eckiger Klammer ist gerade 3 (2 — 2)?, sodass sich insgesamt
1
/pdV:127r-—-3:187r
K 2

ergibt.

Um die Integrale im Zahler zu berechnen, bemerken wir, dass die Massendichte und der Inte-
grationsbereich symmetrisch in z und y sind. Damit muss der Schwerpunkt auf der z-Achse
liegen, d.h. die ersten beiden Komponenten von .S sind 0.

Mathematisch sieht man das einfach durch Einsetzen, z.B. ist

/ xp(z,y,z)d(z,y, 2 / / / 2rcosgb ) S6r drdzdg =0,
K —1

da fo% cospdp = 0.
Zur Berechnung der z-Komponente des Zahler-Integrals transformieren wir analog zu vorher

und erhalten
27 2 2—z 1
/ zp(z,y, z)d(x,y,2) = / / / 25 0rdrdzdg =
K 0 -1Jo (2 —2)
2 2—z
= 127r/ ;[/ rdr]dz =
-1 (2 - 2)2 0

2
= 67?/ zdz = §67T.
1 2

Damit ist







